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3次体の整数底を決定する一方法とその応用
新　井　正　夫
　有理数体Qに既約方程式X3＋IX2＋mX＋n　＝O（1，　m，　n，∈Z）の根θを
添加した3次体K＝Q（θ）の整数底を決定する問題は，1930年，Albert〔1〕
によって解決されている．同じ問題の解答を，より単純な形と短い証明で与え
たものにTornheim〔2〕（1955）がある．一方，　DeloneとFaddeevはその
著書〔3〕（1940）で，3次体の整環を2元3次形式AX3＋BX2Y＋CXY2＋
EY3（A，　B，　C，　E∈Z）に結びつけて考察し，絶対値が，与えられた正整数
を超えない判別式を持つ，すべての整環を見いだす方法を示している．
　ここで紹介する方法は，いわばDelone－Faddeevの方法の延長線上にある
ものであるが，この方法を思いついた時点では，筆者は〔3〕を知らなかっ
た．
　この小論では，主定理（定理13）を導くことを主目標とするが，応用とし
て，3次体Kが判別式の仮因子を持つための条件，Kが（1，θ，θ2）の形の
整数底を持つための条件，3次多項式が可約であるための条件なども与える．
　昨年，筆者は，大学理学部弥永昌吉教授のゼミで，ArtinのG6ttingenで
の講義録〔4〕により，代数的整数論を学んでいた．その際，判別式の仮因子
を持つ代数体について調べることから発展し，以下に記すことを考え出し，今
春，同ゼミで何回かにわたって，弥永先生と，数学教室の渡部睦夫氏，奥津果
作氏，そのほかの方々に聴いていただいた．弥永先生には，毎回適切なご注
意，ご指導と，暖かいお励ましをいただいてきた．渡部氏にはこの原稿の通読
をお願いし，誤りを指摘していただいた．また，奥津氏は，ゼミの折，しばし
ば助言をして下さった．（定理2の述べ方は同氏に負う）．この紙面を借りて，
先生はじめ渡部，奥津両氏に厚くお礼を申し上げたい．
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　ここで用いる既知の諸定理は，主として，藤崎源二郎「代数的整数論入門
（上），（下）」〔5〕および，高木貞治「初等整数論講義」〔6〕から引用した．
　約束　3次体K／Q全体の集合をKとする・K∋K・・K・．がQ上共役で
あるとき，K、～K、と書くことにすれば，～はKの中の同値関係である．商
集合π＝K／～をつくる。この小論中，“3次体”というとき・Kの元を考え
ることと約束する．
§13次体の整環とその基底，判別式
　一般に，KをQ上n次の代数体，　OKをKの整数環とするとき，　OK
の部分環0が1をふくみ，かつ階数nのZ一自由加群であるならば・0を
Kの整環という．OKはKの最大の整環である・
定理1（〔5〕下P．116）Kを3次体，0をその整環とする・0の基底（1・
α，β）として，次の条件（∬）をみたすものをとることができる．
　　　　の僻：1灘鍛工穿
また，このとき
　　　　D　・D。／a2＝Dp／d2＝b2c2－4ac3－4b3d十18　abcd－27α242
　　　　（Dは0の判別式，D。，　Dpはそれぞれa，βの判別式）
）
）1
2
（
（
　証明　0の基底の一つを（1，ω，ω’）とする．ωω’＝k＋lw＋ηω’とし，α＝
ω一m，β＝ω’－Zとすれば（1，α，β）も明らかに0の基底である・0がOK
の部分環をなすたあの条件はαβ，α2，β2∈0であるから・
　　　　　αβ一（ω一m）（ω’－1）－k＋ml　 ｛
　　　　　　α2＝s－bα一aβ
　　　　　　β2＝t－dcr－cβ
とおく．結合法則（α2）β＝α（αβ）が成り立たねばならないから，二式
　　　　（α・）β一sβ一bcrβ一αβ2＝一ろ（k＋ml）一α彦＋addV＋（5＋ac）β
　　　　α（αβ）一（k＋ml）α
の右辺の1，α，βの係数を比較して
　　　　　　　　　　　　　＿14一
　　　　　一ろ（k十ml）一碗＝0，　ad＝k十ml，　s十ac＝O．
　αβキ0に注意して，これらから
　　　　　（・・）｛鶴1篇
（4）の両辺にαを乗じ，（3）を用いれば
　　　　　α3＋bα2＋accr＋a2d　＝O
同様に，（5）より
　　　　　β3＋cβ2＋bdβ＋ad2＝O
（1），（2）の既約性は（1，α，β）が0の基底であることから明らか．
（4）から
　　　　　一一一　A＝＝（iぼ）
判別式の間の関係として
　　　　　D（1，α，α2）＝1）（1，α，β）・（detA）2
（3）
（4）
（5）
が成り立ち，D（1，α，α2）＝Z）。＝b2（ac）2－4（ac）3－4b3（a2d）＋18b（ac）（a2a）
－27（a2d）2，　D（1，α，β）＝D，（detA）2＝a2であるから，
　　　　　1）＝1）a／a2＝b2c2－4ac3－4b3d十18　aろcd－27　a2d2
同様に，
　　　　　1）＝1）P／d2．　　・　　　　　　　　　　　　　　　　　回
　0の基底（1，α，β）が定理1における条件（∬）をみたすとき，（1，α，β）を
0の正規底という（〔3）P．109）．（a，b，　c，　d）∈Z4に対してX3＋bX2＋acX
＋a2d∈Z〔X〕を対応させる写像を！とし，　f（a，b，　c，　d）＝X3＋bX2＋acX
＋a2dと書く．この記法によれば，（1），（2）はそれぞれIrr（α，　Q）－f（a，
b，c，　d），　Irr（β，　Q）＝f（d，　c，　b，　a）である．　f（a，　b，　c，　d）がQ上既約である
ような（a，b，C，の∈Z4の集合をMとする：Z4⊃M＝｛（a，b，C，d）lf（a，b，
c，d）はQ上既約｝．　M∋（a，　b，　c，　d）に対してf（a，　b，　c，　d）＝0の根αを原
始元とする3次体K＝＝Q（α）が，約束により一意的に定まり，Kの整環
　　　　　　　　　　　　　　一15一
O＝Z＋Zα＋Zβとその正規底（1，α，β），判別式D＝D（1，α・β）も定まる・
このとき，K－・K（a，b，　c，d），0＝0（1，α，β）＝0（a，b，c，：d），（1・α・β）＝P
（a，b，　c，d），　D＝D（a，b，　c，d）等と：書く．また，（a・b・c・d）＝9－1（1・α・β）と
書くことにする．
　定理2　0を3次体Kの整環，（1，α，β）を0の基底とすれば・
　　　　　（1，α，β）が正規←→αβ∈Z－｛0｝
　証明＝＝〉）定義から明らか・
　←＝）　　　Irr（α，　Q）＝X3十bX2十mX十n，（b，　m，　n∈Z，π≒0）
　　　　　　αβ＝k・≒O　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　（6）
とする．α3＋ゐα2＋7ηα＋n＝Oの両辺にα一1を掛けて（6）を用いて整理し・
　　　　　α2＝－m－bα一（n／ゐ）β
0∋α2で（1，α，β）は0の基底であるから
　　　　　n／k＝α∈z
（7）の両辺にβ／aを掛けて（6），（8）を用いて整理し，
　　　　　β2＝一（bk／a）一（k／a）α一（m／a）β
0∋β2で（1，α，β）は0の基底であるから
　　　　　k／a＝＝d∈z
　　　　　m／a＝c∈z
（6）～（11）より
　　　　　　αβ一ad｛
　　　　　　α3＋bα2＋accr＋a2d・＝O
　　　　　　β3＋cβ2＋bdβ＋ad2－0
§2群⑤とその利用
n次のZ上のunimodular群をGL　（n，　Z）＝D）lnと書く・
　　　　　　　　　　　　　　－16一
檀
（7）
（8）
（9）
（10）
（11）
であらわす：．m、⊃⑤＝〈A，　B＞・
　　　　　　1，　3n　3n2　n
　ノ　　　　　　　　　　　ノ
：補題A。一
また，B2＝E．
1　2n　n2
0　　1　　n
O　　O
とおけば，A。＝E，　Aπ　＝An，　A－n＝（An）－1・
証明A．LAnは・醐する帰納法で得られる．あとは明らか．．
　定理3M∋（a，　b，　c，　d），9（a，　b，　c，　d）一（1・α・β），0＝0（1・α・β）とする・
このとき，vn∈Z，　An∈⑤によって得られる（an，　bn，　C。，　dn）＝（a，　b，　C，　d）An
について，（an，　bn，　Cn，　dn）∈M．　また，9（an，　bn，　Cn，　dn）＝（1・απ・βn）とお
けば，
　　　　　（…a・…3n）一（・…’・・P）A…t・－A…t　一（i－／la一響＋ろ））　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t
となり，（1，cr。，βn）は0の正規底である・
　証明　f（a，b，　c，　d）＝g（X），！（an，　bn，　Cn，　dn）＝9n（X）とおく．
　　　　9n（－na十α）＝（－na十α）3十（3na十b）（－na十α）2
　　　　　　　　　　十a（3n2a十2nb十c）（－na十α）十a2（n3a十n2b十nc十d）
　　　　　　　　　＝α3＋ろα2＋acα＋a2d　・・　9（α）－0
であるから，これより
　　　　　（a。，b。，　c。，　d。）∈IU，9。（α。）－0，α。一一71　a＋α
（II）（3），（4）を用いれば
　　　　　←na＋・）（一．n（na＋b）－ncr＋β）－a（n3a＋n2b＋n・＋d）　＝　”・d・
となるから，
　　　　　β。＝　・．a．／α。朔。4。／（一・1a＋α）一　一・（na＋b）－ncr＋β
・（・・・・・…Pn）一（…a・・P）A…’・　A・tt；（i∵一望＋の）　，
　定理4M∋（a，　b，　c，　d）を任意に定めておく・g（a，ろ，らd）＝（1・α，β），
　　　　　　　　　　　　　　－17一
O＝O．（1，α，β）とする．このとき，⑤から男老、の中への写像ψが以下に述べ
る形で存在する：　vM∈⑤によって得られる（at，　b’，　ct，　d’）＝（a，　b，　C，　d）M
について，（〆，bt，　ct，　d「）∈M．また，9（at，　b’，　c「，　d’）ニ（1，α’，β’）は0の正
規底で，（1，α’，β’）＝（1，α，β）M”なるM”∈D）1，が定まる：ψ（M）＝M”・
　証明　M・＝MrがA，　A－’，　BニB”のr個の積で表わされるとし，　rに関
する帰納法で示す．r＝1のとき，　M＝AまたはM＝A－’ならば定理3か
ら明らか．M＝Bなちば（d，らろ，　a）＝（a，b，らd）B，（d，　C、b，　a）∈M，
9（d，らう，a）一（1，β，α），　（1，β，α）＝（1，α，β）・B”，
　　　　B・t　・＝（illμ
rのとき成り立つことを仮定する．　　　　　　　　　　　　　．
　r＋1のとき，（i）M＝1鴎A，（ii）M＝M，A－i，（iii）M＝1鴎Bの3種の場
合がある．
　（i）（aノ，b’，c’，dノ）＝（a，　b，c，d）M，Aならば，（a”，b”，c”，d”）＝（a，b，c，d）
Mrとするとき，帰納法の仮定からg（a”，b”，　c”，　d”）＝（1，α”，β”）＝（1，α，β）
Mr”なるMr”∈D）1、が定まる．
　一方，（a’，b’，　ct，　d’）＝（a”，b”，　c”，　d”）Aだからr＝1の場合で，
　　　　9（α’，b’，c’，d’）＝（1，α’，β’）一（1，α”β”）A”，
　　　　A・t－（1　－a”　一（α”＋う”0　　1　　　－10　　0　　　　1））E・）…
すなわち，（1，α，，β’）＝（1，α，β）Mr〃A〃，　Mr〃A“∈S）t3．
　（ii），（iii）についても同様．　■
　Z4∋（a，　b，　C，　d），（at，　bノ，　ct，　d’）に対して，　EIM∈⑤，（a，，　b「，　C’・d’）
＝＝ ia，　b，　C，　d）Mのとき，（a’，b’，　ct，　d’）”（a，b，　C，　d）と書く．　StはZ4の中
での同値関係である．
　定理4系　M∋（a，b，　C，　d），（a’，b’，‘’，　d’）とする．このとき，
　　　　（a，b，　c，　d）廻（at，　b．’，‘’，　d’）＝→0（a，　b，　c，　d）＝0（at，　b’，　c’，　d’）
　　　　　　　　　　　　　－18一
証明　定理4から直ちに得られる．　■
定理5M∋（a，　b，　c，　d），9（a，b，　c，　d）＝（1，α，β），　O＝o（i，α，β）とする．
　（i）　M∋（a’，bt，　c’，　d「），　亨）（a’，　bノ，　ct，　d’）＝（1，α’，β’），　0（1，α’，β’）
＝0（1，α，β）ならば，
　（ii）
である．
　証明
（一）（一一（…a・・P）
p／（17）E・M，．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1惚‡艦劉ll惚‡¢矧
　　　　ここでx　＝＝1矧’　y＝＝際l
　　　v（鋤∈・n，　e・対して・（…）をみたす（…’・β’）は・の磯底
　　　（i）x，OVが上のような形になることを示せばよい：α’β’を1，α，
βで表わせば，（II）を用いて
　　　　　α’β’一（x＋々α＋1β）（ッ＋mα＋nβ）－xor＋kmα2＋lnβ2
　　　　　　　　　＋（kbl十mx）α＋（砂＋nx）β＋（kn＋lm）αβ
　　　　　　　＝ay＋km（－ac－bα一aβ）＋ln（－bd－dcr－cβ）
　　　　　　　　　＋（fe　y＋mx）　cr＋（！y＋nx）β＋（fen＋lm）ad・
α’ ﾀ’∈Zより
　　　　　右辺のαの係数＝－bkm－dln＋妙＋mx＝0
　　　　　右辺のβの係数＝－akm－cln＋砂＋nx＝O
となり，この二式からX，yが上のように求められる．
（・・）
iill）E・）・・　・・り一ま・・一・（・・・・…P）の基底であ・・
　　　　α’β’＝（x＋ha＋1β）（rv＋窺α＋nβ）∈z
となるから，定理2により（1，α’，β’）は正規底である．　鋼
定理・
竄P1／R－（2t）とす・とき・・）1・・一〈A…B・〉
　　　　　　　　　　　　　　　－19一
　証明　皿、は2っの生成元R，Uと，基本関係（RU）2＝（R3U2）2＝（R2ぴ）6
＝Eによって定義されること，および
　　　　　R・＝（－ll＞u－（ll）
とすればよいことが知られている（〔7〕P．88）．
　　　　　A’＝RU－iR－i，　B’＝RU　　R；A’Bノ，　U＝BrAノーiB’
であるから定理が成り立つ．　圃
（注意）　（RU）2＝（R3ぴ）2＝（R2U2）6＝EをAノ，　B’によって書きかえれば，
　　　　　B’2－（A，B’A’B’A’－1Bt）2＝（A’B’A’－1B’）6－E．
　定理7⑤窪双，
　証明　M∋（a，　b，　c，　d）を任意に一つ定め，g（α，b，c，d）＝（1，α，β）とする・
定理4により，vM∈⑤に対し，ψ（M）＝＝M”∈蹴、が定まるが，　A，　B∈⑤に
対して
　　　　　ψ（A）・・＝・A”＝（i∵∵）／ψω）－B・t－（iil）
であるから，vM∈③に対しψ（M）は
　　　　　ψ（M）－M・・一（i鰻／（1り一A4，　e　Dn，
の形である．ここでM’は（a，b，らd）に関係せず，　Mだけから定まる．す
なわち
　　　　　Z：⑤→蹴2，　Z（M）＝M：ノ
なる写像xが定義される．zが同形写像であることを以下に示す。
　（i）⑤の生成元A，Bに対して
　　　　　z（A）－A・一（討／x（B）－Br－（ll）
で，定理6によりこれらは皿、の生成元である．
　（ii）　xが準同形写像であること：
　　　　　　　　　　　　　　－20一
（a）
（b）
（c）
ψ（A・）・一・
iぐ劉であ・から・一（副
一（1－1）n－A・・
B・－Eであ・から・・（B2）一
ill）一（ll）2－B’・
（at・ろ’，　C「・　dノ）＝（a・b，　C・　d）AnBとすれば（dノ，　ct，bノ，　aノ）＝（a，　b，　C，　d）
An，　g（d，，　ct，　b’，　a’）＝（1，－na＋α，－n（na＋b）一πα＋β）’9一なわち，
g（a’，b’，　c’，dノ）＝（1，－n（na＋b）一πα＋β，－na＋α）であるから，
　　　　ψ醐一（i∵一許・（A・B）一（1”1）
　　　　　一（1∵）（ll）＝・・A’・B’・
　（d）　（at，　b’，　c「，　d「）＝（a，　b，らd）BAn＝（d，らろ，　a）Anとすれば，
g（d，c，b，a）＝（1，β，α）であるから，
　　　　　・（a’，　bt，　ct，d’）一（…P・…）（i－14一響＋り
　　　　　　　　　　　　　一（1，α，β）（iで一n（∫の）
となり，
　　　　　z（BAn）一（！－1、）＝・（？1）（1－i2）－BtAt・
　（iii）　zが全射であることは（i），（ii）から明らか．
　（iv）　xが単射であること：
　　　　　（a’，　b’，　c’，d’）＝（a，　b，　c，　d）x・　x∈s・－z（x）一（ll）
　　　　　　　　　　　　　　　　　－21一
とすれば，
　　　　　一　一）一　β）儒）
定理5によってx＝y＝0．
　　∴（a’，b’，　c’，　d「）＝ρ一’（1，α’，β’）＝9－’（1，α，β）＝（a，b，c，　d）．
　　∴　x＝E。醸
（注意）　定理6（注意）から，次の関係式が直ちに得られる：
　　　　　B2＝（ABABA－’B）2＝＝（ノ1BA｝1B）6＝，E．
また，直接に計算すれば
　　　　　一一』聯i＞一鱒、ill
　　　　　－…（1諦…膳1＞D・－E
なお，つぎの関係式も成り立つ：
　　　　　F・　ABA－・BAB－（撒／細
　　　　　一蝋翻＞G・－E
　定理8（定理4系の逆）　M∋（a，b，　c，　d），（a「，ろ’，　c「，　d’）に対して
　　　　　0（a，ろ，c，　d）＝0（a’，　b’，c’，d，）＝＝→（a，b，c，　d）N（a’，b「，c’，d「）
　証明　g（α，b，　c，　d）＝（1，α，β），ρ（a’，b’，c’，d’）一（1，α’，β’）とす！れ：ば，
0（a，b，　c，　d）－0（a「，　b’，　c「，　dt）のとき，
　　　　　　　　　　　　　　－22一
　　　　　一）一雌一鰍膿）∈・・2
なるM”∈皿，が存在する．定理7の証明におけるZによりX’i（M’）＝M∈③
をつくれば，（at，　b，，　C「，　d’）＝（a，　b，　C，　d）M，すなわち，（a「，　b’，　C「，　d’）St
（a，b，　C，　d）となる．実際，（a”，　b”，　ctt・d”）＝（a，　b・　C，　d）M，9（a”，　b”，　ctt・d”）
；（1，α”，β”）とすれば，定理4系により，0（1，α”，β”）＝0（1，α，β）・X（M）
＝ハ4rであるから
　　　　　一　　β）（1x’ytOkmOln）
となるが定理5によりゴ＝x）y’－y・したがって
　　　　　（1，α”，β”）一（1，α’，β’），（a”，ろ”，‘”，dm）一（a’，b「，　c’，d’）澗
　§3⑤∋Mの成分表示
　k。，k，，　fe，，…∈Zが与えられたとき
（lv） o；：：1：；：：鷲慧二ll：1：愉：：：：ll
によって数列｛Pn｝・｛q。｝＠＝0・1・2・…）を定義する・（〔6〕P・148）・
　　　　　P。＝1，A＝k。，　P、－k。k、＋1，　P，＝k。k、k，＋k。＋々，，…
　　　　　9，－0，q、－1，　q、＝k、，9、一婦，＋1，9、－k，k、k、＋k，＋k、，…
である．
　定理9　⑤∋Mを生成元A，Bによって
　　　　　M＝ル吟＝A為oBA々1」B…Akr－IB，　ki∈Z
と表わすとき，k。，　k、，…，k。一、に対して定まるp。一、，　q。．！）ρ。，　qrを用いること
により，
　　　　1・41r　＝（li麟蹴難ポ多ll；：磯：1
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〈注意）k。＝0ならばM＝　BAkiB…Akr一エB，々，一、ニ0ならばM＝Ak。BAk・・∵
　　　　BAk・．2
　証明　プ＝1のとき
　　　　　（辮瀦癬：1：鋼
　　　　　　餅鞠一砥
　以下rに関する帰納法で，単なる計算（（∬のを用いる）により示される・
〈計算省略）．　巴
　上記のP。はk。，k、，…，kn－1の多項式で，　GaussはこれをP。＝［k。，　fe、e…，
馬一、］と書いた．この記法によれば9nはqn－［k，，　k、，…，kn－、］となる．後に
用いることがあるので，連分数に関する既知の定理を掲げておく（〔6〕PP・151
152）．
　定理io　（i）k。，k、，…，kn－1∈Z，　k、，…，kn．iiFOが与えられたとき・これ
から作られる有限連分数は，次のように分数式の形で表わせる：
　　　　　　　　　　　1　　　　＿［ko，　k、，……，kn－、］＿Pn
　　　　ko十
　　　　　　　　　　　1　　　　　［k，，　k2，……，kn＿、］　　9n
　　　　　　k、十
　　　　　　　　　k2十……
　　　　　　　十　　　1
　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　ん⑳＿2十
　　　　　　　　　　　　kn＿1
（ii）　2整数a，b（b＞0）の最大公約数dを互除法によって求めるとき・
　　　　a・＝＝・fe。b＋x、（b＞x、＞0）
　　　　∂＝々、x、＋x，＠，＞x、＞0）
　　　　x。一，－kn．，Xn．、＋d（Xn．、＞d＞0）
　　　　Xn－、＝kn＿，d
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と書けるならば5
　　　　a－［k。，k、，……，k。．i］d一ρ。d，　b＝［k，，　k、・…・…k。－i］d＝　gna
となる．したがって，
a／b＝Pn／9n
§4整環の拡張，主定理
　3次体Kの整数環OKの部分整環を0とする：K⊃OK⊃0・0を真部
分環としてふくむような整環0’を整環0の拡張といい・0からO「 �ﾂ
くることを整環0を拡張するという・整環0に対してその拡張が存在しな
ければ，0－OKである．この§では，整環0を拡張し・有限回の拡張で整
数環OI〈を見いだすことについて考察する・
　定理11M∋（a，b，　c，　d），9（a，　b，　c・　d）一（1・α・β）・0－0（a・　b・　c・　d）・D＝
Z）（a，　b，　C，　d）とする．Pを素数とするとき，
　（i）p21a，　Plbならば
　　　　　9（・／P・，b／P，ら一Pd）一（1，α／あβ），0（・／P2・b／P・c・・Pd）⊇0・
　　　　　　D（a／P2，　b／P，らPd）　＝＝D／P2・
　（ii）　Pl　C，　P2　1dならば
　　　　　9（Pa，う，・／P，　d／P2）一（1，α，β／P），0（ρa・b・・／P・d／P2）⊇0・
　　　　　　D（ρa，ろ，c〃，d／P2）－D／P2・
　（iii）　p1GCD（a，　b，　c，　d）ならば
　　　　　9（a／P，b／P，・／P，d／P）一（1・α／P・β／P）・
　　　　　　0（a／P，b／P，c／P，d／P）20，　D（a／P，ろ／P・　c／P，　d／P）＝D／ρ㌔
　（iv）（i），（ii）はP21D，（iii）はP‘1Dのときに限って起こり得る．
　証明f（a，b，　c，　d）＝g（X），！（d，　c，　b，　a）＝lt（X）とおく・g（α）＝h（β）＝0
　（i）　P21a，　Plbならば
　　　　　（α／P）β　一＝（a／P2）Pd｛
　　　　　（α／P）・＋（b／P）・（α／P）・＋（・／P2）c（α／P）＋（・／P2）2pd一σ（α）／P3－°
　　　　　β3＋cβ2＋（b／P）・Pdβ＋（α／P2）（ρd）2－h（β）－0
　　　　　　　　　　　　　　＿25一
より，OK∋α／P，9（a／P2，　b／P，　c，　Pd）＝（1，α／P，β），
　　　　　　β）一β）蝋ili＞一
であるから，0（a／pz，　b／P，　c，　Pd）⊇0，　D（a／P2，　b／P，　c）Pd）＝D（1，α／P，β）
＝D／P2
　（ii）　（i）と同様
　（iii）p｝GCD（a，　b，　c，　d）ならば
　　　　　　（α／P）（β／P）＝（a／P）（d／P）　 ／
　　　　　　（α／P）3＋（b／P）（α／P）2＋（a／P）（c／P）（α／P）＋（a／P）2（d／P）
　　　　　　　　　＝9（α）／P3＝0　　　　　／
　　　　　　（β／P）3＋（C／P）（β／P）2＋（b／P）（d／P）（β／P）＋（a／P）（d／P）2
　　　　　　　　　＝h（β）／P3＝0
より，OK∋α／P，β／P，9（a／P，　b／P，　c／P，　d／P）＝（1，α／P，β／P），
　　　　　　β）一β／・）蝋ili＞ぬMザ
であるから，
　　　　　0（a／P，b／P，c／P，　d／P）20，
　　　　　D（a／P，　b／P，c／P，　d／P）＝Z）（1，α／P，β／P）＝D／グ
　（iv）　明らか．　冒
　M∋（a，b，c，　d），0＝0（α，∂，c，　d）のとき，（i）P21a，Plbならば（a，　b，c，　d）
Rp＝（4／P2，　b／P，　c，　Pd）と書き，（ii）刻‘，　P21aならば（a，　b，　c，　d）Sp＝（Pa，
b，c／P，　d／P2）と書き，（iii）PIGCD（a，　b，　c，のならば（a，　b，　c，　d）Tp＝（a／P，
b／P，　c／P，d／P）と書く．それぞれの場合，（a，b，c，d）に対して，（i）作用
Rpが可能である，（量i）作用Spが可能である，（iii）作用Tpが可能である
という・このいい方を用いれば，定理11はつぎのように述べられる：
　定理11系　M∋（a，b，　c，　d）に対して，作用Rp，　Sp，　Tpのいずれかが可能
であれば，P21D（a，　b，　c，　d）が成り立ち，整環0の一1つの拡張（0（a／グ，
　　　　　　　　　　　　　　　－26一
b／P，c，　Pd）または0（Pa，　b，　c／P，　d／P2）または0（a／P，　b／P，　c／P，　d／P））が定
まる．－
　M∋（a，b，らd）が与えられたとき，⑤∋Xに関する“（a’，　b’，　ct，　d’）＝
（a，b，　c，　d）Xに対して，素数Pが存在して作用Rp，　Sp，　Tpのいずれかが可
能である”という条件を，条件Cと呼ぶことにする．
　定理12　M∋（a，b，　c，　d），　K＝K（a，　b，　c，　d），0＝0（a，　b，　c，　d），　D＝D
（α，6，C，　d）とする．
　（i）　OKIIOならば，条件CをみたすAi∈⑤，0≦i〈P（Pは条件Cに
おけるP）が存在する．このとき，P211）が成り立つ．
　（ii）P21Dなる素数Pのうち最大のものをP．vとする。0≦i〈P、ifなる
すべてのiに対して，Aiが条件Cをみたさないならば，　OK；0（a，　b，らd）
である．
　この定理は，つぎの3っの補題から直ちに得られる．
　補題AM∋（a，　b，・，d），K－K（a，　b，らd），OK20（a，　b，らd），D＝D
（a，b，C，　d）とする．このとき，（a’，　bノ，C’，　dノ）；（a，ろ，C，d）MなるM∈⑤が
存在し，（a’，b’，　ct，　d）に対して素数Pが存在して作用Sp，　Tpのいずれかが
可能である．このとき，P21Z）が成り立つ．
　証明　OKも0＝0（a，　b，　c，　d）も階数3のZ一自由加群であるから，　OKの
基底（1，ω、，ω、）を適当にとって，0の基底が（1，5ω、，sttO、），　s，　t∈Z，　s≧1，
t＞1であるようにできる（〔5〕上P．52）．ω、ω、一ん＋Zω、＋mω、（k，　1，　m∈Z）
とするとき，αニω、－m，β＝ω、－1とおけば，（1，α，β）はOKの正規底で，
（1，∫α，stβ）は0の正規底となる・したがって9’i（1，5α，　stβ）＝（at，　bt，　c’，　d，）
とすれば，定理8により
　　　　　πM∈⑤，（a’，b’，　c’，　at）＝（a，　b，らd）M
　一方，g－i（1，α，・β）＝（a。，b。，　c。，　d。）とすれば，
　　　　　P－1（1，5α，stβ）＝（sa。／ちsb。，　stc。，　st2d。）＝（a’，1ノ，　c’，　d’）
ここでsa。／彦∈Zであることは，0∋（∫α）2＝－s2a、c。－b。s（5α）一（sa。／の（stβ）
で（1，　scr，　stβ）が0の基底であることからわかる．
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　t＞1ならばPltなるPについて，（at，b「，　c’，dt）に対して作用Spが可能
である。
　t－1ならば（a「，ろノ，ct，　d’）＝：（sa。，　sb。，　sc。，　sd。），　s＞1であるから，　pis
なるPについて，（a「，　bノ，c「，　d’）に対して作用Tpが可能である．
　これらのとき明らかにメ判D，　置
（注意）　このM∈⑤は，明らかに条件Cをみたしている．
　補題B　M∋（a，b，　c，　d）が与えられたとする．⑤∋Mが条件Cをみたす
とき，Elm∈Z，　Am∈⑤が条件Cをみたす．
　証明　⑤∋Mが条件Cをみたすとき，MBも条件Cをみたすから，条件
CをみたすMを，一般性を失わずに
　　　　　M＝AniBAn2B……An「－iBAnr
と書ける．このとき，以下のようにX∈Zをえらべば
　　　　　M’＝MA－”・BAX＿AniBAn2B＿＿Anr－・＋X
も条件Cをみたす．あとは帰納法により，y∈Zをえらんで
　　　　　M”＝Am，　m・＝n、十y
が条件Cをみたすようにできることが示される．
　実際，（α’，b’，〆，　d’）＝（a，　b，　c，　d）M，（α”，ろ”，〆，　d”）＝（a，ろ，　c，　d）M’，
Mノ＝M4nBAX（簡単のためn＝－nrとおきかえた）とすれば，
　　　　　（a”，b”，　c”，　d”）＝（a，　b，　c，　d）MAπBAの＝（at，　bt，　c’，　dt）AnBAX
となるが，A”BA”を定理9により成分を用いて表わせば
　　　　　（a”，b”，c”d”）＝（a’，b’，c「，d’）
　　　　　　　・催欝）望賠吻1鞠
となるから，（α’，b’，　ct，　dt）に対して，
　（i）　作用Rpが可能なとき，　x＝0とすれば，（a”，　b”，　c”，　d”）に対して
作用Spが可能．
　　　　　　　　　　　　　　　－28一
　（ii）　作用Spが可能なとき，
　　（a）Plnならばx・・Oとすれば，（a〃，　b〃，　c〃，　dm）に対して作用Rpが
　可能．
　　（b）P＋nならばP［・＋・n・となるxをえらべば，（・〃，b〃，c〃，d〃）1こ
　対して作用Spが可能．
　（iii）　作用Tpが可能なとき・xをどのようにえらんでも，（a〃，　b〃，　c〃，　d〃）
に対して作用Tpが可能である．
　すなわち，Mが条件Cをみたすとき，　ll4，，も条件Cをみたす．　q・e．　d．臨
　補題C　Mコ（a，b，　c，　d）が与えられたとする．⑤∋Amが条件Cをみたす
とき，vn∈Z，　AM＋”p∈⑤（Pは条件CにおけるP）も条件Cをみたす．
　証明　（a「・b’・Cノ・d’）＝（a，　b，C，　d）Am，（a〃，b〃，　C〃，d〃）＝（a，　b，　C，　d）AM＋np
とする・Amが条件Cをみたすから，（i）P2］a’，　P「b’，（ii）PIcr，　P21d’，
（iii）ρIGCD＠，　b’，　c’，　d「）のいずれかが成り立つ．
　　　　　（a”，b”，　c”，　d”）＝（a’，　b「，　c，，　dr）Anp
　　　　　　－（・’…’…’・・d’）（i3ヂ鐸）
であるから，（i）P2　1　a’，　P］b’＝→P21a”，　Plb”，（ii）Plc「，　P21d’＝＝→Plc”，
P21d”・（iii）PIGCD（a’・　bノ，　c「，d’）＝＝＝＞PlGCD（a〃，b・t，　c〃，d〃）が成り立つ．
すなわち，AM＋npも条件Cをみたす．　嗣
　定理11，12から直ちに次の主定理が得られる．
　定理13（主定理）　Qに既約方程式X3＋tx　2＋mX＋n・＝O（1，　m，　n∈Z）
の根θを添加した3次体K＝Q（θ）＝K（1，1，　m，n）の整数底は，以下の手順
で得られる．
　（1）（a・　b・c・d）＝（1・1・m・n）とおき，O－O（a，　b，c，d）の判別式D（a，
b，　C，　d）を計算し，素因数分解する：
　（i）　 D（a，b，　C，　d）＝±9192．一一9t，　q1＜q2＜，・一くqt
または
一29＿
（ii）D（a，　b，　C，　d）＝±（Aρ、…ρ、）2q、q、…q、，　P、≦P、≦…≦P、・q・〈9・＜°°’
　　　＜qt
（2）　（i）の場合，St，（a，　b，　c，　d）＝（1，α，β）が整数底である・
（ii）の場合，
（＊）
0≦i＜P、なるすべてのiに対して（a’，b’，　c「，　d’）＝（a，　b，　c，　d）At
をつくる．
（a）条件CをみたすAiが存在しなければ，　g（a，ろ，らd）＝
　　（1，α，β）が整数底である・
（b）条件CをみたすAiが存在するならば・すなわち・作用
　　Rp，　Sp，　Tpのいずれかが可能な（a’，b’，　c’，　d’）があれば・そ
　　のような（aノ，b’，　C「，d’）および可能な作用を任意にえらび，作
　　用させた結果を（a”，b”，　C”，　d”）とする．
　（3）0’＝0（a”，b”，　c”，　d”）の判別式D（a”・b”・clt・d”）はつぎのいずれ
かである：
　（i）’D（a”，ゐ”，6”・，d”）＝±9、92…9‘，91〈92＜…く9‘
または
　（ii）’　　D（a”，　b”，　C”，　d”）＝±（Pi’P2’…　　P’S’）2qlq2－・・q‘，　　S’＜S
　（4）　（五）’の場合，9（a”，b”，　c”，d”）＝（1，α’，β’）が整数底である・
　（ii）’の場合，（ii）’は（ii）と同じ形をしており，（ii）のD（a，b，ら4）の
平方素因数S個に対し，D（a”，　b”，　C”，　d”）の平方素因数の個数はS’個（st〈
のである．（a”，b”，C”，d”）とS’をあらためて（a，　b，　C，　d）＝（a”，b”，C”，d”），
S－S’ ﾆおきなおし，（＊）と同じ手順で進む．たかだかS回（＊）をくり返
すことにより，Kの整数底が得られる．一
　例1既約方程式9（X）－X3＋X2－25X＋47＝0の根θをQに添加した
3次体K＝Q（θ）の整数底と判別式・
M∋（1，・1，・－25，47），9（X）一！（1，1，－25，47），D（1，1，・－25・47）一一26・32・31
である．
　　　　　（1，1，－25，47）Ai，　0≦i＜3
　　　　　　　　　　　　　　－30一
：をつくって調べてみる：（1・1・－25，47）A°＝（1，1，－25，47），（1，1，－25，47）
A’＝（1・4・－20・24）・（1・1・－25，47）∠L2＝（1，7，－9，　9）となり，（1，4，－20，24）
に作用S、が可能で
　　　　　（1，4，－20，24）S2　＝（2，4，－10，6），　1）（2，4，－10，6）＝－24・32・31
となる・（2，4，－1Q，6）には作用T、が可能で，
　　　　　（2，4，－10，　6）T2＝（1，2，－5，3），　D（1，2，－5，3）ニー32・31
となる．さらに，
　　　　　（1，2，－5，3）Ai，　0≦iく3
をつくって調べてみる：（1・2・－5，3）A°＝（1，2，－5，3），（1，2，－5，3）Ai　・…
（1，5，2，1），（1，2，－5，3）A2＝（1，8，15，9）となる．（1，8，15，9）には作用S、
が可能で，
　　　　’（1，8，15，9）S3＝（3，8，5，1），　1）（3，8，5，1）＝－31
　Z）（3，8，5，1）＝－31は平方素因数を持たないから，g（3，8，5，1）がKの整
数底であるが，（a，b，　c，d）N（3，8，5，1）ならば　g（a，b，　c，d）もKの整数底
であるから・簡単な形の（a，b，　c，　d）を探してみると，（3，8，5，1）BA－・＝
（1・－1・0・－1）がある・9（1，－1，0，－1）＝（1，α，β）とすれば，（II）（4）に
よりα2＝α一βであるから，
　　　　　（…a・・P）一（・・・・…a－・2）一（一蝋il£）　
　すなわち・αを！（1，－1，0，－1）＝X3－X2－1・・Oの根とするとき，
（1，α，α2）がK＝Q（θ）の整数底で，判別式はDK＝－31である．
　例2（〔5〕下P・122）f（1，0，　8，1）＝X3＋8X＋1＝0の根θを原始元とす
る3次体K＝Q（のの整数底と判別式．
　D（1・0・8・1）＝－52・83であるから，（1，0，8，1）Ai，0≦i〈5を調べてみる：
（1，0，8，1）A°＝（1，0，8，1），　（1，0，8，1）A、1＝（1，3，11，10），　（1，0，8，1）A2＝（1，6，
20，25），…となるから，（1，6，20，25）に作用S、が可能で，
　　　　　（1，6，20，25）S，＝（5，6，4，1），　D（5，6，4，1）＝－83
となる・9（1・0・8・1）＝（1，θ，θ’）とすれば，定理3，定理11により，
　　　　　　　　　　　　　　－31一
　　　　　p（1，6，20，25）＝（1，－2十θ，－4－2θ十θ’），
　　　　　　g（5，6，4，1）＝（1，－2十θ，（－4－2θ十θ’）／5）
　（丑）（4）により，θ「　＝　－S一θ2であるから
　　　　　（1，－2十θ，（－4－2θ十θ’）／5）＝（1，－2十θ，（－12－2θ一θ2）／5）
　　　　　　一（・・・…（・＋2θ＋の／・）M・M－（ii2！1）　
となり，（1，θ，（2＋2θ＋θ2）／5）はKの整数底で，判別式は1）K＝＝－83であ
る．
　例3純3次体の整数底（Dedekind（1900），〔5〕上P・117）m・・1を・と
もに平方素因数を持たず，mn＞1，（m，　n）＝1である正の整数とし・α＝研
βニ》茄一 ﾆおくとき，K－・Q（α）＝Q（β）の整数底をつぎのようにとること
ができる．
　（i）　m2≒n2（mod　32）　ならば　（1，α，β）
　（ii）　m・≡n2（mod　32）　ならば　（（1＋フ2zα＋7zβ）／3・α・β）
　証明　Irr（α，　Q）＝X3－mn2；f（－n，0，0，－f7z），　Irr（β，　Q）；f←m，　O，　O，
－n）であるからK＝K（－n，0，0，－m）と書ける．判別式は
　　　　　D（－n，O，0，－m）一一33m2n2
　（ai，外Ci，　di）＝（－n，　O，0，－m）Aiとするとき・（at・bi・Ci・di）＝（一π・
－3in，－3i・n，－i・n－m）であるから，砂∈Zに対してGCD（ai，　b，，　Ci，　d，）
＝1，ρ画＝→P2taiが成り立っ．
　ρ≒3ならばvi∈Zに対してPlci＝→P2＋diが成り立つから，　P＝3のと
き，i－0，1，2に対して3iCt＝→32鶴が成り立つか否かを調べる・
（c。，d。）一（O，・－m），（c、，d、）一（－3・n，－n－m），（c・・d・）一←12　n・－8・－
m）であるから，31Ci，（i＝O，　1，2），3atd。は直ちにわかる，
　（i）m・…￥　nz（mod　3・）ならば（m＋n）（m－n）fO（mod　32）であるから
一n－mlO（mod　3・），－8　n－m≡n－m羊O（mod　32）　となり32ta・・32td・・
したがって，このとき，（1，α，β）はKの整数底である・
　（ii）　m・≡n2（mod　32）ならば（m＋fl）＠－2z）≡0（mod　32）であるが・
　　　　　　　　　　　　　　　＿32一
（m，n）＝1より，　m＋7z≡0（mod　3）←→m－n…￥O（mod　3）・したがってm十n
三〇（mQd　32）またはm－n≡O（mod　32）である・
　（a）m＋n≡0（mod　32）のとき，321d、であるから・
　　　　（a、，b、，　c、，　d、）　S3＝（＝3　n，－3n，－n，一（n十m）／32），
　　　　　1）（－3n，一一3n，－n，一（n十m）／32）；－3m2n2
　　　　9（－3n，－3n，－71，一（n十m）／32）＝（1，α十n，（n一α十β）／3）
となり，（1，α，（n一α＋β）／3）が整数底であるが，さらに
　　　　　（（1十吻α十πβ）／3，α，β）＝（1，α，（n一α十β）／3）M，M∈窺〕㌃3
が成り立つから，このとき，（（1＋ηzα＋nβ）／3，α，β）はKの整数底である・
　（b）　m－n≡o（mod　32）のとき，321d、であるから・
　　　　　（a2，　b2，　c2，　d2）S3＝（－3　n，－6n，－4n，一（8　n十m）／32），
　　　　　Z）（－3n，－6n，－4　n，一（8　n十3）／32）＝－3m2n2
　　　　　9（－3n，－6n，－4n，一（8n十m）／32）＝（1，α十2n，（4n－2α十β）／3）
となり，（1，α，＠＋α＋β）／3）が整数底であるが，さらに
　　　　　（（1十況α一十nβ）／3，α，β）＝（1，α，（π十α十β）／3）Mt，　Mノ∈sn3
が成り立つから，このとき，（（1＋駕α＋nβ）／3，α，β）はKの整数底である．巳
§5　判別式の仮因子を持つ3次体
　一般に，代数体Kの判別式DI〈と，　Kの整数αの判別式D。の間には
　　　　D。　＝＝　D、〈　’　M（α）2，m（α）∈z
なる関係がある．Kのすべての整数αについてm（α）を割る有理整数（＞1）
を，Kの判別式の仮因子（略してKの仮因子）という．
　定理14（〔3〕P．120）3次体K＝K（a，b，　c，　d）（OK　＝＝　O（a，　b，　c，　d），9（a・
b，c，　d）＝（1，α，β））について，
　（i）　Kが仮因子2を持つ←→a≡d≡0，b≡c≡1（mod　2）
　（ii）Kがn＞2を仮因子として持つことはない．
　証明　OK＝O（a，　b，　c，　d）であるから，　GCD（a，b，　c，　d）＝1・であることに注
意する．
　　　　　　　　　　　　　　－33一
　　（i）　＝＝⇒）1）K＝D（a・　b・c・　d）＝1）・／a2　＝＝1）B／dlであるからa≡d≡0（mod　2）．
b…≡c≡1（mod　2）を示すために，γ＝α＋βとおき」
　　　　　　（1，γ，r2）＝（1，’α，β）Ar
と1し，det　Arをmod　2で計算する．（H）およびa≡diO（mQd　2）を用いて
　　　　　γ2≡（α＋β）2≡α2＋β2≡ac＋bα＋aβ＋bd＋dα＋cβ≡bcr＋cβ（mod　2）
　したがって，
　　　　　　　　　　1’0　0
　　　　　detAr≡　　0　　1　　b　　≡c十b　（r【10d　2）
　　　　　　　　　　0　1　c
　　Dr＝DK（det／Ar）2であるから，　det　Ar…≡c＋b≡O（mod　2）．「ここで，　b≡0
　（mod　2）とすればci≡0（mod　2）となり，　GCD（a，　b，　c，　d）＝1に反する．
　　　　　．°．b≡c≡…1（mod　2）
　　←＝＝）OK∋yξ　・・　x＋yα＋zPに対して
　　　　　　（1，ξ，ξ2）一（1，α，β）Aξ
　とおき，det4をmod　2で計算する．　a≡d≡0，　b≡c≡1（mod　2）である
　から，（II）より，α2≡α，β2≡β（mod　2）　　　　　・
　　　　　．°．ξ2≡x2＋ツ2α2＋22β2≡x＋ycr＋£β（mod　2）
　したがって，
　　　　　　　　　　1　x　x
　　　　　detAe≡　O　bl　or≡0（mod　2）
　　　　　　　　　　0　2　z
　（ii）Kがn＞2を仮因子に持つとすれば，　D双＝D。／a2＝Z）B／d2より
　　　　　a≡d≡0（mod　2z）
　γ＝α十β，δ　＝・　cr　一βについて，
　　　　　（1，γ，γ2）＝（1，α，β）Ar，（1，δ，δ2）＝（1，α，β）A、
とし，detAr，　detAδをmod　nで計算する．（II）およびa≡d≡0（modπ）
を用いて，
　　　　　（α±β）2≡α2±2αβ＋β2≡－ac－bat－aβ±2ad－bd－dα一cβ
　　　　　　　，　…≡－ba’－cβ（mod　71）
　　　　　　　　　　　　　　－34一
であるから，γ2…≡δ2≡－bα一cβ（mod　n）．したがって，，
　　　　　　　　　　1　0　0
　　　　　det　Ar≡　　　0　　1　　－b　　≡－c十b≡O（rnod　n），
　　　　　　　　　　0　1　－c
　　　　　　　　　　1　0　0
　　　　　det　Aδ≡　　0　1　－b　≡－c－b≡0（mod　n）
　　　　　　　　　　0　－1－c
これらより，2b≡2c≡0（mod　n），　GCD（a，　b，　c，　d）＞1．　これは不合理であ
る．ゆえに，Kはn＞2を仮因子に持つことはない．　■
　例4（Dedekind（1878），〔5〕上P．126）Z4∋（2，－1，－1，－2）について，
　　　　／（2，－1，－1，－2）＝g（X）＝X3－X2－2X－8
とすれば，
　　　　　1）（2，－1，－1，－2）＝－503（素数）〈0，　g（2）＝－8＜0，　g（3）＝4＞0
であるから，9（X）はQ上既約であり，K＝K（2，－1，－1，－2）とすると
き，OK＝O（2，－1，－1，－2）である．9（2，－1，－1，－2）＝（1，α，β）とすれば，
（ll）（3）によりβ＝－4／αであるから，（1，α，4／α）がKの整数底，
　　　　DK＝：－503，（？，－1，－1，－2）…（0，1，1，0）（mod　2）
であるからKは仮因子2を持つ．
　例5Z4∋（2，－1，－5，2）について，（2，－1，－5，2）∈Mである（証明略）．
　　　　！（2，－1，－5，2）＝g（X）＝X3－X2－10X十8，　g（α）＝0
とすれば，D（2，－1，－5，2）＝312であるから，　K＝Q（α）は巡回体である．
OK＝0（2，－1，－5，2），　DK　＝・　312で（1，α，4／α）がKの整数底，（2，－1，－5，
2）≡（0，1，1，0）（mod　2）であるから，　Kは仮因子2を持つ。
§6　（1，θ，θ2）の形の整数底を持つ3次体
　定理15　3次体K＝K（a，b，　c，　d）（OK＝0（a，　b，‘，　d），9（a，　b，　c，　d）＝
（1，α，β））について，次の三条件は同値である．
　（i）Kが（1，θ，θ2）の形の整数底を持つ．
　（ii）　aM∈⑤，（a’，ろノ，　c「，　d’）＝（a，　b，　c，　d）M，　d’＝1．
　　　　　　　　　　　　　　－35一
　（iii）　F（X，　y）＝aX3十bX2Y十cXY2十dY「3＝1が整数解（Xo，　Yo）∈Z2を
　　　持つ．
　証明　（i）＝→（ii））Kが整数底（1，β’，β’2）を持つならば，
　　　　　Irr（β’，　Q）＝X3＋c「x2＋b’d／X＋a’d’2（ただし，　Plbt⇒P2十a’），
　　　　　αt・・＝・a’d’／β’
とするとき，
　　　　　α’3＋b’α’2＋a’c’α’＋a’2d’　・・　O，β’2・．　－b’4L4’α’－c’β’
となるから，
　　　　　α’∈OK，α’一一bt－（c’／d’）β’一（1／d’）β’2
が得られる．（1，β’，β’2）が整数底であるから，d’一±1．そしてこのとき，
（1，α’，β’）もK（a，b，　c，　d）の整数底で，しかも正規であり，　g－’（1，α’，β’）＝
（α’，b’，　c「，d’）であるから，定理8によって，
　　　　　aM∈⑤，（a’，　b’，　ct，　d’）＝（a，　b，　c，　d）M，　d’＝±1
（a’，b’，　c’，－1）＝（a，　b，　c，　d）Mのときは，　F－ABA－’BABを作用させるこ
とにより，
　　　　　（a’，－b’，ct，1）＝（a，　b，　c，　d）MF
　（ii）＝→（iii））　Mを定理9における記法でM－Mrと書き，
　　　　　　　　　　　　　　（
　　　　　（a’，bノ，　cノ，1）＝（a，　b，　c，　d）Mr
に対して定理9を用いれば，
　　　　　　1－aP3r．．i＋bP2。一、q。一、＋cp。．、92。一・＋dq3。．一、
すなわち，（X。，y。）＝（P。一”　9r－、）がF（X，y）＝1の解である．
　（iii）＝＝→（・i））F（X，　y）－1に整数解があるとき，
　　　　　F（Xo，　y。）；±1，（X。，　Yo）∈Z2，　y。≧0
とする・
　（a）　X。；OならばdY。3＝±1，　d＝±1・（ll）（5）によりβ2＝・：Fb　Fα一cβ
　　　　　一　β）…（iにト
であるから，（1，β，β2）はKの整数底である．
　　　　　　　　　　　　　　　－36一
　（b）　Y。－0ならばaX。3＝±1・（ll）（4）によりα2＝lc－bα1　P・　（a）
と同様に考えて，（1，α，α2）はKの整数底である・
　（c）　X。Y。≒0ならば，　X。／Y。を連分数に展開し，定理10により
　　　　　Xo＿［ko，　k，，……，　kr＿i］＿Pr
　　　　　yo　［k，，　k2，……，　kr＿i］　9r
とすれば，
　　　　ψ。3＋妙r29，＋cp。9。2＋dq。3＝±1
　このk。，k、，…，k。一、に対応するMr＝・4k・BAk・B…Akr－’Bにより
　　　　（at，　b’，　ct，　d’）＝（a，　b，　c，　d）IMr
をつくれば，定理9によりa’＝±1となる．g（±1，b’，　c’，　d’）＝（1，α’，β’）は
Kの整数底であるが，（II）（4）により，α’2＝Fc’－btcr’　：β’すなわち
　　　　（・・・・・・・・・…）一（…a…Pt）玖炸（iにllμ
であるから，（1，α’，α’2）はKの整数底である．　■
　例6K－K（a，　b，　c，　d），　OK＝O（a，ろ，らd）とする．　a≡d≡O（mod　2），
b≡c≡1（mod　2）ならば，　aX3＋bX2Y＋cXY2＋dY3－1は整数解を持たな
いから，Kは（1，θ，θ2）の形の整数底を持ち得ない．（Kが仮因子2を持つ
場合であるから，これは当然のことではあるが）
　例7（〔8〕P．448）　P，qは素数で，　piF　q，　P，　q≧5，　P…≡1（mod　3），　P92華
1（mod　32），　q（P－1）ノ311（mod　P）のとき，純3次体K－Q（研）は仮因子
を持たず，（1，θ，θ2）の形の整数底を持たない．
　証明　K－K（a，b，　c，　d）とすれば，　f（a，　b，　c，　d）－X3－Pq2，（a，　b，　c，　d）＝
（－q，0，0，－P）とすることができる。b＝0だから，定理15によりKは仮
因子を持たない．
　P－1≡0（mod　3）より　（P－1）3≡0（mod　32），　P3－1ip3－1－3P（P－1）
＝（p－1）3≡0（mod　32）　　．°．グg2…≡q2（mod　32）
　一方，P92≒1（mod　32），（P，3）－1よりρ392華ρ2（mod　32）　　∴P21q2
（mod　32）．したがって，例3により，　OK＝（－q，　O，0，－P）．　Kが（1，θ，θ2）
　　　　　　　　　　　　　－37一
の形の整数底を持たないことを示すためには，前定理により，不定方程式
一qX3－PY3－1が整数解をもたないことをいえばよい：
　　　　　一　gx3　－Pツ3　＝＝　1，（x，ツ）∈Z2
とすれば，
　　　　　（－x）3q≡1（mod　i》）　　．°．（－x）P－1・q（P－1）／3≡1（mod　p）
　一方，（x，P）＝1だからFermatの定理により，（－x）P－i≡1（modρ）．ま
た，仮定により，
　　　　　q（P－1）／3≒1（mod　P）　．°．（－x）P－1・q（P－1）！3…羊1（mod　P）．不合理．■
　例8（〔3〕P．161）　Z4∋（2，0，3，2）について
　　　　　f（2，0，3，2）＝g（X）＝X3H－6X→－8
はQ上既約であり，K＝＝K（2，0，3，2）とすれば，　OK＝（2，0，3，2），1）K＝－648
である．Kは純3次体でなく，仮因子を持たず，（1，θ，θ2）の形の整数底を持
たない．
　証明　D＝D（2，0，3，2）≡－648く0，q（－2）一一12〈O，σ（－1）＝1＞0であ
るから，9（X）はQ上既約である．・II）一一648＝一（2・32）2・2，すなわち，　D
の平方素因数は2と3だけである．
　（2，0，3，2），（2，6，9，7）＝（2，0，3，2）A，（2，12，27，24）＝（2，0，3，2）A2に対し
ては，いずれにもR、，S，，T、R3，S3，T3を作用させ得ないから，主定理によ
り，Kの整数環はOK・O（2，0，3，2）である．　D／－3＝23・33は平方数ではな
いから，Kは純3次体ではない（〔5〕上P．123）．定理14により，　Kは仮
因子を持たない．また，F（X，　y）＝2×3＋3XY2＋2Y3－1は整数解を持たな
い（〔3〕P．409）から，Kは（1，θ，θ2）の形の整数底を持たない．　圏
　例9K＝K（a，　b，　c，　d），　OK－0（a，　b，　c，　d）とする．このとき，
　　　　　a≡d…4（mod　32），　b≡－3（mod　32），　c≡0（mod　32）
ならば，Kは（1，θ，θ2）の形の整数底を持たない．
　証明　与えられた条件のもとでは，F（X，Y）＝aX3＋bX2Y＋oXY2＋dY3
＝1が整数解を持たないことを示す（〔9〕）．a（x，y）∈Z2，　F（x，y）＝1とし
て矛盾を導く：
　　　　　　　　　　　　　　－38一
　xlO（mod　3），ツIO（mod　3）である．実際，　x≡0（mod　3）とすれば，
dy3≡…4ツ3……1（mod　32）となるがこれは不可能．同様に，ツ≡0（mod　3）とし
ても不合理を生ずる．
　一方，仮定からF（x，ツ）≡4♂－3x20r＋4プ≡1（mod　32），　x3＋ツ3≡1（mod
3），（x，3）＝（ツ，3）－1だからx＋ツ≡1（mod　3），（x＋ツ）3≡1（mod　32）・
したがって，順次，4x3－3x2y＋4ツ3≡（x十ツ）3（mod　32），3ガー6ゴツー3¢プ
十3ツ3≡0（mod　32），　x3－2x2ツー詔ツ2十ツ3≡0（mod　3），　x－2ツーx十ツ≡0
（mod　3），　y≡O（mod　3）となる．不合理．　1
　例10　Z4∋（4，－3，0，13）について，　f（4，－3，0，13）＝9（X）＝X3－3×2十
208はQ上既約であり，K＝K（4，－3，0，13）とすれば，　OK・・O（4，－3，0，13）
である．Kは純3次体ではなく，仮因子を持たず，（1，θ，θ2）の形の整数底を
持たない．
　証明　大半は例8の証明と全く同様にできる：
　　　　　1）＝、0（4，－3，0，13）＝一（2。32）2・13。17，
　　　　　　Z）く0，　g（－6）＝－116＜0，　g（－5）＝8＞0
より9（X）はQ上既約Dの平方素因数は2と3．
　　　　　（4，－3，0，13），　（4，9，6，14）＝（4，－3，0，13）A、，
　　　　　（4，21，36，33）＝（4，－3，0，13）A．2
を観察すれば，
　　　　　0K＝0（4，－3，0，13），　1）／－3＝22・33・13・17
だからKは純3次体ではなく，定理14によりKは仮因子を持たない．
（a，　b，c，　d）＝＝（4，－3，0，13）は例9の条件をみたすから，　Kは（1，θ，θ2）の形
の整数底を持たない．　fl
§73次多項式が可約であるための条件
　3次多項式の可約性に関する定理が，定理15と類似の形で次のように与え
られる．
定理16　3次多項式
　　　　　　　　　　　　　　一39一
　　　　　9（x）＝f（a，　b，c，　d）＝x3＋bX2＋acx＋a2d，（a，　b，　c，　d）∈z4
について，次の三条件は同値である．
　（i）　g（x）はQ上可約である．
　（ii）IM∈⑤，（a’，臥・’，　d’）＝（a，　b，　c，　d）　M，　d’－0
　（iii）F（X，　Y）－aX3＋うx2Y＋cXY2＋aY3－0が整数解（X。，　Y。）∈Z2－
　　　｛（0，0）｝を持つ・
　証明　（i）＝→（iii））a－0のとき：vx∈Zに対してF＠0）＝0．
　a≒Oのとき：9（X）の最高次係数は1であるから，9（X）の可約性から，
ak∈Z，9（k）＝0．したがって，　F（k，　a）＝盈3十廉2α十漉α2十da3＝a・9（k）＝0
となり，（k，のキ（0，0）はF（X，Y）＝0の整数解である・
　（iii）一→（ii））　F（X。，　yF。）－0，（X。，　Y。）キ（0，0）とする・
　X。＝0ならば，F（X。，　Y。）－dY。3＝0よりd・＝O・M「＝Eとすれば，
　　　　　（a’，　b’，ct，　d’）＝（a，　b，　c，　d）E＝（a，ろ，ら0），　d’rO
　Y。＝0ならば，F（X。，Y。）＝αX。3＝・Oよりa＝O・M＝Bとすれば，
　　　　　（at，　bノ，　c’，　dノ）＝（a，　b，　c，　d）B＝（d，　c，　b，0），　d’＝O
X・Y・キ・のときは蚤を連分数麗局・・定理・・により
　　　　　Xo＿［ko，　k，，…，kr＿i］＿lbr
　　　　　Yo　［k1，　k，，…，kr＿i］　9r
とすれば，
　　　　　F（P，，　q。）一砂。3＋bP。2qr＋cρ。q。2＋dg．3＝0
　このk。，　k、，…，　k，一、に対応するA4，＝・Ak・BAk・B…Akr－・Bをつくり，　M＝
M，Bとすれば，定理9により，
　　　　　（aノ，bノ，　cノ，　dt）＝（a，　b，　c，　d）MrB，　d’＝F（lbr，9r）＝0
　（ii）＝→（i））対偶を証明する：
　9（X）一！（a，b，　c，　d）がQ上既約であれば，9（a，　b，　c，　d）＝（1，α，β）は
0（a，b，　c，　d）の基底であり，　vM∈⑤に対して（a’，　b’，　c’，　d’）＝（a，　b，　c，　d）M
とするとき，定理4系により，9（a’，bt，〆，　d’）＝（1，α’，β’）は0（α，b，　c，　d）
の正規底であるから，α’β’＝a「d’≒0　　．°．dノキO　B
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